Opakovani - Otaceni kolem pevného bodu - Eulerovy rovnice

» Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem dostaneme:

Z[mrx(a)xr)] Zm[ —(@- r)r]

\ > e Polohove vektory jsou tedy casoveé neproménné a
X\ / T vektorovou rovnici miZzeme formalné zapsat jako:
oA y e _
B=Jod= 8= > 3,Q;,, i=xY,z
j:X’y’Z
» Zvolim-li soustavu souradnou spjatou s *Dostaneme Eulerovy rovnice:
télesem v hlavnich osach tenzoru setrvacnosti: d Q
dt (‘J J 2 ) — ll’lX
J, 0 0
j=l0 3, 0© - (3 =35)= 4,
0 0 J; dQ
(‘J ‘Jl) = :uz

dt



Opakovani - Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

*Eulerovy rovnice: * Setrvacnik - téleso otacejici se kolem pevného bodu:
dQ « Asymetricky setrvacnik - vSechny tfi hlavni moment
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* Symetricky setrvac¢nik - dva hlavni * Kulovy setrvacnik-vSechny tf1 hlavni
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Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

*Eulerovy rovnice:

dQ
J,—J, )=
dt ( 2) ll’lX
dt X(Jl_‘]3):1uy
dQ
J,=J,)=
dt ( 1) ll’lZ

» Kulovy setrvacnik-vsechny ti1 hlavni
momenty setrvacnosti stejné: J, =J, =J, =J

109, 99, dQ,

dt ' dt dt
= Q, =konst, Q, =konst,

Q, =konst.,

* Volny (bezsilovy) setrvac¢nik — setrva¢nik, na ktery
neptisobi vn&jsisily: =M =0

V tlhovem poh ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
* napt. Kardaniiv zavés setrvaénik je uchycen tak, Ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zistava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope Spin axis

frame

=0

ﬁi — Z‘]iij :ﬁx :‘]Qx’ﬂy :‘]Qy’ﬂz :‘JQZ — é:\]a_}

j=X,Y,z



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

 Moment hybnosti je tedy nasobkem ¢ Volny(bezsilovy) setrvacnik — setrvacnik, na ktery

vektoru thlové rychlosti: nepisobi vnéjsisily: =M =0
B=J& V tihovém poli ho mizeme realizovat tak, ze jej upevnime

» Nezavisi na volbé& soustavy soufadnic,
plati tedy 1 pro soustavu soufadnou
pevnou v prostoru.

* napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,
pticemz stfed kruhti zavésu zistava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

* Z druhe¢ véty impulzové:
Spin axis

- Gyroscope
- dB ~ R frame
M :OjE:Oj B = konst = @ = konst

* Volny kulovy setrva¢nik rotuje kolem sve A
!1b0volné osy stélf)u uhlovou rychlosti, pfléemi’olsat Gimbal Rotor
je v prostoru 1 v télese po celou dobu pohybu stala. !



Volny symetricky setrvacnik

» Symetricky setrvaé¢nik - budeme
predpokladat, ze osou rotace je z-ova

osa soufadnic : J,=J,#J,
Q.
J, - +0,0,(3,-3,)=0
dQ
J—+Q.0 (J,-3,)=0
dt
J, 09, _ 0= Q, =konst.
* Rovnice upravime:
a0, +Q,0Q, =g , =
dt J,
dQ — 2
4 —QXQZ—Jl Js =0 = d %
dt J, dt
0 2179 o konst.
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- Eulerovy rovnice

* Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvac¢nik, na ktery
nepusobi vnéjsisily: g = M =0

V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
* napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zistava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope Spin axis
frame
1dQ,
Q dt
2 Gimbal Rotor
+Q°Q, =0 9



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* Rovnice formalné stejna jako pro * Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvac¢nik, na ktery
harmonicky kmit: nepusobi vnéjsisily: g = M =0
Jd?0 , V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
—+Q°Q =0 v hmotném stfedu (t&Zisti).
t _ * napi. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
Q. = Asin (Qt +a ) umoziiuje libovolné natodeni télesa setrvacniku,
1dQ, pticemz stfed kruhti zavésu zistava pevny. Je-1i hmotny
y === = —ACOS(Qt +a ) stied (t8zist€) setrvacniku ve stiedu kruhii Kardanova
Q dt zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.
* Pocatecni podminky: Gyroscope Spin axis
~ frame
a)(t:O):( OX’QOy’QOZ)
Z' A « Rychlost precese:
Q . J; —J, _
o Q=Q, —31 = konst. Gimbal Rotor
—

Y Q2402 = APlsin?(Qt +a)+cos?(Qt +a)|= A’



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* Pro slozky momentu hybnosti * Volny(bezsilovy) setrvaénik — setrvacnik, na ktery
dostaneme: neplsobi vngjsisily: =M =0

vvvvv

_ _ _ V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
ﬂx_‘Jle’ﬂy_‘Jlgylﬂz _JBQZ ISP

i) J; A * napi. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
1 A o g umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,
1.0 \ > pii¢emz stfed kruhii zavésu zistava pevny. Je-li hmotny
S 0 stfed (t&zi$té) setrvacniku ve stiedu kruhtt Kardanova
z zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.
VI > Gyroscope Spin axis
. frame
A « vektor momentu hybnosti je
AB 0 pevny v prostoru: (0B
Z' P =
(=7 dt
() ! .
~~~~~ e  Rychlost precese osy symetrie
setrva¢niku v prostoru: Gimbal ‘ Rotor
> - —
X y SIN &



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

» specialni volba pocatecnich podminek: * Osa télesa, viici niz miZe téleso
Q, = Asin(Qt +a) udrZovat stalc?u rotaci, s ’nazyva Volna,
osa. U kuloveho setrva¢niku jsou volné
Q, =-Acos(Qt +a) viechny osy prochazejici hmotnym

QO =0 =0. QO 0= sttedem. U symetrického setrvacniku
Ox Oy ™ 02 jsou volné jak osa symetrie t&lesa, tak
= A=0, Q = Qy =0= vSechny osy kolmé na osu symetrie
prochazejici hmotnym stiredem.
p=p,=0, p,=J,Q,

 vektor momentu hybnosti je rovnobéZzny s
vektorem tuhloveé rychlosti a pevny v
prostoru: B °A
= - dB V =zR%v z 2
Bl &, — =0 R _ MR
dt

* Osa otaCeni ma v télese 1 prostoru staly

smér a setrvacnik kolem ni rotuje konstantni
uhlovou rychlosti:

» Symetricky setrvacnik - dva hlavni
momenty setrvacnosti stejné: J,=J,#J,

@=L,



Symetricky setrvacnik

AB

* Osa otaceni setrva¢niku ma smér celkového momentu hybnosti. Chceme-
li osu otaceni setrvacniku vychylit, musime na né¢j ptisobit nenulovym :
M =0
* Smér momentu sil je kolmy k vektoru momentu hybnosti a ke sméru
ptsobicich sil. B - L
E = M = AB = MAt

* Piiristek momentu hybnosti je rovnobézny s momentem sil a tedy kolmy
k vektoru momentu hybnosti. V prvnim pfiblizeni se tedy neméni velikost
momentu hybnosti, ale pouze jeho sm¢r.

B (dB| . =
| 2| +&xB
dt dt
T
* Pfed plisobenim momentu sily je:
dB (dB

ollB = &oxB=0 => —=|2=
dt | dt

« Zména momentu hybnosti je v prostoru a v télese stejna.
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